Modulo T - Transformationen von Mersenne-Strukturen auf
3. binomische Gleichungen
von
Erich LandhauRér

Zusammenfassung

Es wird die Teilbarkeit von Mersenne-Zahlem =2°—1 , p Primzahl, durch einen
Primzahlteiler T=1+2 p-n=—1_ ¢ untersucht. Ziel ist die Verkleinerung des
Zahlenwertes von M mittels Transformation moduloT . Dies kann durch
Uberfiihrung in das BinomU 2—V2£O(modﬂ oder Parameterdarstellung Uber eine
diophantische Gleichung erfolgen. Auch die Anwergldas Satzes von Euler

p-1

2 2 ilzo( o fahrt zu leicht ausfihrbaren Tests mit zutreffeetvghltem freien
P e

Parameter n in T=1+2pn=-1_.4, , P und T jeweils Primzahlen.
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Zur Tellbarkeit von M ersenne-Zahlen, Transformation auf
3. binomische Gleichungen

Die Mersenne-Zahl M =2°— 1=—1,0g ., P Primzahl, wird in zwei Schritten

numerisch reduziert;

(1) Modulo T=1+2pn=—1,., , T Primzahl, wird M auf ein 3.Binom
transformiert und

(2) dann wird jeder der beiden Faktoren nochmalklemrert.
Vorraussetzungen: Es werden die Mersenne-Zahin=2"—1 , p

Primzahl auf Teilbarkeit bezlglich einer vorgegedreRrimzabhl

T=142 p-n=—1, ¢ untersucht.

(V1) T=1+

2p;ng E_l(modS) I P1=L(0d4)s M=3 0 4
2 pyny ’

P3=3mod2)> M=1L(10a4
Es folgt aus (V1) mit den Kiirzeln

(V2) Ai==PyzNy1=Leas bZW. =—30ag
und

6:=14 P13 N31=0noag bzW. =449

=>6+A=1
Weiter folgt aus T=1+2p,sny, |
(V3) 2:A=1 1) 3 2°6=1 041

(V4) —A+6=T=0,,,1,

Indizes werden weggelassen!

Ziel der Untersuchung ist die Transformation modufo von M =2°—1 inein 3.
Binom, um die Division durch T zu vereinfachen.

Da T Primzahlist, muss M ¥T=0_ . sein;



2°P—2-2.pn=2-(2"'-6)=0
2P+ 2pn=2-(2""'-A)=0

(mod T) ;6>0

\Vj |\7|1-|A_=
(V5) —A>0.

(mod T)

Gelingt es nuh

(V6) 6E§(mod1°);erNg,yeINu

bzw.

2

A=2_(mod1): XEN,,YeN,
Y

zu lésen, dann entstehen 3. Binome. Die Bedingufigenx,y; X ,Y werden unten
hergeleitet (A1), wobei die Aquivalenzen (V3), (e entscheidende Rolle spielen.
Es ist dann

p-1 p—1

(V7) 2P ty2x?=(2 2 .y—x)-(2 2 Y+ X)=00q1)

bzw.

p-1 p-1

29‘1.Y2_)(2:(2 Z.¥Y=X)(2 2 -Y+X) O(modf) '

Ausfuhrung: Es wird gesetzt mit (V3):

(A1) x*:=6+h=5+h-1=5-(14+2h)=5-Y, 1, heN,

mod T

X% =A+H=A+H 1=A(1+2H)=A-Y{ ¢ HEN,

y>,Y® sind jeweils ungerade Quadrate =15 .

Da (—A)eN,,6€N, nach V2 ist, folgt

1) Die Aquivalenzen V(6) sind Modulo'f |6sbar, denn N1 y(zmod‘i') o

yZE 2'X2(modf) , sodass yZE Cimodt) 9eschrieben werden kann. Definitionsgemar ist

guadratischer Rest ModuloT mit der Bedingung (notwendig und hinreichend)

f-a _2pn_ T-1 da T .
(2,T-1)— — ~(2,2pn) — 2\pn_Hpn \,2pn_~H 2 (| T-1_ , da =— Ist.
c =1 i =C =(2x)"=2"x"=2 2 X TEL s Limoas)

[1] S. 124



x?eNZ bzw. X*eN:;YZeN]
wie unter (V6) behauptet.
Mittels (A1) lasst sich M in ein 3. Binom transformieren. Die diophantische
Gleichung x?’=6+h gehtmit y?=1+2h in

2X°= Y+ T=01p4 = X =0oaa EN;
nach dem Divisionssatz und entsprechend
(A2) X?=A+H folgt

2X°=Y? =T =208 = X =100 ENG

Beide Gleichungen lassen sich als pythagoraisdpelBchreiben: A%+ B*=C?

Yi=T+2X? > Y2=1+2pn+2X2 = Y?=1+2(pn+X?)
= Y’+(p-n+ X?P=(p-n+X*+1)? .

etwa

Durch Einsetzen vony? bzw. Y?=1,9,25,... in (A2) ergeben sich zwei

Klassen von Losungen(x?,y?) bzw. (X?,Y?) .

Beispiel: M =2-1=0,4.105 Soll gezeigt werden:

pP,=29 ; ny;=18 : 6=1+p,n,=55z ; A=—p,;-p,=—551 ;
T=1+2p,n,=1103 .
Man findet aus (A2):

(@ (24:;7%),58;75)
2 2
=7 e ¢ 2158)
7 (mod 1103) 75 (mod 1103)

(b) (17°;41%);(31%;55"); (781°; 110F") =(781"; 2°)



0=A

I |
41(mod1103 35 (mod 1103 1105 (mod 1103 2 (mod 1103

Nach (V4) ist namlich—A+8=T=0, 1,

Ein zweiter Losungswé@resultiert aus einer Parameterdarstellung derebeid
diophantischen Gleichungen in (A2), der zugleichsibns- und radizierungsfrei ist:

2x° = y2+T = yZ:T—Zt
x2=T —t; teZ; y’eN;; x*eN?

2X2=Y? T o Y?=—T —2¢
X?=—T-g; E€Z;Y?eNZ; X*eN’

Es ergeben sich leicht errechenbare Listen fir und & und Ubereinstimmende

t; bzw. &, bringen die Paare(x?,y*,t;) bzw. (X*,Y* ) .

p—1 p—1
2

Aus (V7) folgt aus dem Binom ZT-yJ_r X=0oat) dass 5 Y+ x=0 bzw.

p-1 .
22 0 Selin muss.

Y= X=
Mittels (V3) lassen sich die beiden Faktoren weiégtluzieren; es ist nach (V2):

_| 2=,
2% p=1,

moa 717 WENN =0 g

26

mod 71 WENN O =0

p—1 I :
Denkt man sichz.B.inp 2 .y X-1=0,47) dann schreibt sich das Binom
- mo

p-1_,. p—1_

2%i(2 2 4J_yiui_x) bzw. 2%i(2 2 S'j.yipi.x)zo(mﬁ) mit j€IN, wobei

j so gewahlt wird, dass die Faktoren kleiner werden.

[2][1] S. 31
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Beispiel: 2¥—1=0 443,

Aus 2x*=y?+T resultiert x?=16;y?=9?
p=43 ; N,=5 ; §=1+pyn,=21€=0,,q ; A=—pyn, ; T=431=1+2p,n, ;
=2 ; u=27
2%7°.9+27.16=2° (*) 3'=0,445y ; es gilt das Minuszeichen!

Nachtrag

(@) Fur x?eNZ war 2" '—6=2""—(0+&)+E=0,4, . EEN,

Es wird

(N1) s+g=x°

gesetzt, so dass
2" =X+ E= 0,001

und

(N2) 2&+1=y’eN’

ist. Dann muss

(N3) 2" "+E=2""y[ 0,

sein, damit V(7) entsteht;¢ muss so gewéhlt werden, dass (N1) und (N2) gehin.
£ ergibt sich (N4); 28+1=(2n+1)*=y? als Bedingung fir £ :

(N5) £€=2n(n+1) ,d.h.nursolche £=2-n-(n+1) sind zulassig, damit (N1),

(N2) gelten;

es ist dann
2P X+ E=2" Yy =2 (284 1) (6 +8)=(2"—1) E+ 2" T =6=0, 41, -

Ist T ein Teiler, dann verschwindet der 1. Summand undedsleibt

2" 1—-6=0,

mod T)

Beispiel: p=29 ; T=110:=1+2-551 ; 6=1+551=55Z . Das nachste gerade

2
Quadrat ist x°=57€ ; Yy’=2£+1=7" ;eswird = 24
y

(mod 1103

Wahlt man x=26 , dannist £€=124=2-2-31 ;d.h. x=26€ erflllt nicht die



(N2). Erst bei x=58 findet sichein & , das (N5) erfullt.
(b) Fur x*eN: war 2" '—A=0,4: ; A=—pn ;danach (V4) A=5 u1

ist , lauft der analoge Beweis mi€=2n(n+1)>(—4) ; 2"‘1—(A+§)+§Eo(moﬁ)

mit £€=2n(n+1)>(—-A) ;

Beispiel: A=-551 ; 2(pfl)—(—551+840)+84050(mod1103 mit
il
41 (mod 1103)

_n)EO(mod'f') : fz—l(mdg) , p Primzahl

£§=84(=2-20-21 ; =X=17 ; Y=41 ; 6=A

Die erste Aquivalenz in (V5) lasst sich alternativ

2P -1

(N6) 2-p-(

schreiben und da

p-1

pl2 2 41 »Wenn P=E3g

und
p—1 .
pZ?—l ,wenn pP==*1,.4g ist,

wird aus (N6)

= ] F
(N7) _(22 —1)A—n_ 0, r A=2 +1;pEJ_r3( d8);

o .
== 2° -1
(N8) _(2 ? +1)B—n_50<modf>i|3= S P=%1(moas);

resultieren. Fordert mann=Ap 4, bzw. N=BL, 4+, dann folgen aus (N7) die

Aquivalenzen

b1 _
(N9 22 -1-p=0,,,; und N=Almoat)

und aus (N8)

p—1

(N10) 272 _1_p=0

Beide Paare sind bei vorgegebenem, A, B, sofort I6sbar, sodassn als

und N=Bi g1 .
(mod T) Himoa 1)

Parameter auftritt, und2”—1 auf alle 'Tz—l(mods) bei p=const. geprift



werden kann..

Beispiel: 2*_1:T=1103 P=—3 roas)) N=+30ag da

p=29;n=19;A=565; 2“-1-y=0,,; und 19=565 . ; beide

)
Aquivalenzen sind modulo 1103 erfiillt.

Wahlt man dagegenn=27=3 g ; P=29=1=1567=—1 45 dann liefert (N9)
einen Widerspruch.

Die GroRRen A, B mussen offensichtlich nur einmadtimemt werden, n  als freier

Parameter und nur solche , die eine Primzahl fE_l(modS) erzeugen.
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