Algorithmische Verfahren zur Darstellung von Primzahlen

von

Erich LandhauRer’

(I) Einleitung und Zusammenfassung:

Die Menge der ungeraden Zahlen 146t sich in 3 Klassen aufteilen LandhduBer [1], Euler [2],
namlich die Klasse der durch 3 teilbaren Zahlen, ferner in 2 Klassen,die aus den
Rekursionsgleichungen (A) resultieren. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dass sich mit Hilfe

von Erzeugenden Funktionen /() aus den Basisgleichungen (A) in jeder der beiden Klassen

endliche Primzahlfolgen P(.) bestimmen lassen; die Funktionen sind nicht bijektiv. Es ist fraglich,

ob man unendlich viele Erzeugende bendtigt, um eine Primzahlklasse darzustellen.

(IT) Voraussetzungen
(1) Prim- und Nichtprimzahlen sind bekannt

(2) Es gelten die Basisgleichungen (LandhauBer [1])

ns=5+60,5,11,17,23,29,35,41,---5—Strang __
(A) {° 0=0,1,2,--
n,=7+60,7,13,19,25,31,37,43,---7— Strang
(3) erzeugende Funktionen /f'(»).7=0,1.2,--- produzieren mit einer Startprimzahl p,

im jeweiligen Strang eine endliche Folge von Primzahlen P(.) ; deren Abbruch im allgemeinen
durch ein Produkt erfolgt; die Entwicklung ist zu Ende, wie bei Euler entstehen Liicken zwischen

den Primzahlen.
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In (A) sind Prim- und Nichtprimzahlen enthalten; gesucht sind Primzahlen; die funktionale

Abhiingigkeit ist durch das jeweilige f{,) bestimmt; die Folgen werden unterschiedliche Lingen
haben.
Beispiele: Aus dem 7-Strang die Primzahlen mit ~ f (n)=6n2 ;n=0,1,2,3,--- und den

Startprimzahlen 7,13,19,31,37,---

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
6n? 0 6 24 54 96 150 216 204 384 486
7+6n? 7 13 3 61 103 157 223 3= IH— 493
13+6n? 13 19 37 67 109 163 29 307 397 499
19+6n? 19 2= B B H— 460— 25— = 48— 585
31+6n? 31 3 5 8- 2= = U= 35— M5 e
37+6n? 3 43 61 M 2= 8= 26— 3= 24— 523
Arbeitet man abwarts im Strang, dann existiert e Vorrat an f(n)

17+6n? 17 23 4 m 13 167 233 311 401 503
11+6n? 11 17 36 65~ 8= 46— 2= 305—

5+6n2 5 1 29 59 101 465— 24—

n 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19
bn? 600 726 864 1014 1176 1350 1536 1734 1944 2166
74602 667 = &= P2 HE— B B 4 4 AR
13+6n 613 739 877 02— H80— 16— 4640— A 05— 279
19+6n? 0= o= 88— 4633— Ho— 4360— 4555— 53— 4063— 2485
31+6n? 64— = 8%6— 4645— 20— HB— 456— He5— $5— 97
37+6n? 63— = 004 = 2= = = = 4 2
Arbeitet man abwirts im Strang, dann existiert ein Vorrat an f(n)

17+6n? 617 743 881 1031 1193 1367 1553

11+6n?

5+6n?

Bemerkungen:

(1) Es ist p(n)=7+6n2 ;n=0,1,---6 , n=17 liefert das Ende der Folge: 7+6-7°=7-(1+6-7) , die
Folge ist maximal ausgeschopft, was immer der Fall ist; es kommt zum Abbruch. #=8 kann Prim
oder Nichtprim aus dem 7-Srtrang darstellen und ist daher nicht mehr zuverléssig; trotzdem miissen

fiir das Funktionieren des Algorithmus alle nachfolgenden 7. f ), 1, aufgeschrieben werden.

(2) Die Folge 17+6n" ist optimal dargestellt.

(3) Vorzeitiger Abbruch; die Differenz A zwischen den Primzahlen ist 31—-19=12



(4) Wihlt man Py’ —P5’=2 dann resultiert fiir die Spaltenfolge

) )

po+6
Py +8

(s
Py
pi+2

(5
Do
pi'+2

p(()s)+6 n
py)+2+6n°

)

)

’

Fiihrt man ,,ad infinitum" durch unter Mitnahme nicht primer Zahlen, dann treten Spalten
(71,1,7, |)auf. Beispielsweise fiir p(os)=5 die Folge
50011} .[29] .[59] .[101] .[ 155).[221].[299]....
7)°\13)7\31)°{61) | 103/ | 157) "\ 223/ {301/’
B

101

interessiert man sich nur fiir Zwillinge, dann bricht die Folge bei ( 103 ab.

Mit Hilfe der Mdbiusfunktionen [4] und deren Umkehrung ldsst sich die Anzahlfunktion

nichtprimer Zahlen, die im Intervall (\/;, x) liegen berechnen, analog der konstruktiven Prozedur

beim ,,Sieb des Eratosthenes*.

Die Produkte der Spalten aus 5- und 7-Strang — es werden nicht alle zusammengesetzten Zahlen

wiedergegeben- liegen alle im 5-Strang und man findet:

[T(Nyn)=Ny+f,=35+6 (1’ —1);n=1,2,3,
=35, 143, 323, 575, 899, ---
5) (11 17 (23} (29| fiir die nichtabbrechende Produktfolge.
M) G357
P

Setzt man

X

Y [relr+2)=TT (v n)=35+6*(n"~1)

X +2x+1=36+6°(n"—1)=6"n"
(x+1)2=62-n2
x=6n—1;1=123,---

x kann nur im 5-Strang auftreten und deshalb keine Mersenne-Zahl darstellen; da



(6n)—1=27—2=6n=2"=ngNN, ,
x+2=6n+1=2"—1 dagegen laft das Auftreten von Mersennestrukturen zu, da

2P

6n=2"—2=2-(2""'—1)=>n= 3

€N

Mit dieser Feststellung ist aber keine Entscheidung tiber,, 2”—1 ist Primzahl " mdglich.
Mittels der Mobius-Funktion kann man die Anzahl von Primzahlen unterhalb einer Grenze

bestimmen, nicht aber ihre eigentlichen Werte, vgl. Bundschuh [4].
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